
从勾股定理谈起---学习指南 

一、 学习目标： 

1．经历发现、猜想、推导三角形中已知两边及夹角求第三边及已知三边求角的过程,享受数

学发现的快乐,激发学习兴趣. 

2．通过与三角、平面几何等知识的联系，能多个角度探究已知两边及夹角求第三边，比较

不同探究方法的区别与联系,体验此结论的不同结构、表现形式和含义. 

3．感悟“类比”、“函数与方程”、“特殊到一般”、“化归与转化”、“数形结合”等思想方法. 

4．能用探究出的结论及其变式解决一些简单的解三角形问题. 

二、学法指导：  

    初中我们学过三角形全等的判断定理，其中有 SAS 和 SSS 。那么如果给了两边及其夹

角如何求第三边呢？这节课我们就从大家熟悉的勾股定理开始研究，通过特殊到一般的方

法，把斜三角形的问题转化为直角三角形来研究。解决求边长即求线段长度问题除了勾股定

理外，还有解析法即用两点间距离公式求线段长度。这节课我们就要解决已知两边及其夹角

求第三边；已知两边及其中一边对角求第三边；已知三边求三个内角的问题。给定足够条件

解决确实三角形问题，条件开放即条件不足时解决不定三角形问题。由于三角形为几何图形，

所以我们要体会探究公式和应用公式解决问题时，数形结合思想和方程思想在解三角形问题

当中的应用。 

三、学习过程： 

一个三角形含有各种各样的几何量.例如三边边长、三个内角的度数、面积等，它们之

间存在着确定的关系.例如，在初中，我们得到过勾股定理、锐角三角函数，这是直角三角

形中的边、角定量关系.对于一般三角形，我们已经定性地研究过三角形的边、角关系，得

到了 SSS , SAS , ASA, AAS 等判定三角形全等的方法.这些判定方法表明，给定三角形的

三个角、三条边这六个元素中的某些元素，这个三角形就是唯一确定的.那么三角形的其他

元素与给定的某些元素有怎样的数量关系？ 

1、 复习回顾，引入问题 

我们知道，两边和它们的夹角分别相等的两个三角形全等.这说明，给定两边及其夹角

的三角形是唯一确定的.也就是说，三角形的其他边、角都可以用这两边及其夹角来表示.那

么，表示的公式是什么？ 

2、特殊出发，探究一般  

问题 1：已知三角形两边和它们的夹角能否计算出另一边? 



思考：当 90C  时，
222 cba  ,那么，对任意的三角形内角C ，

222 cba 、、 是否也满

足某种关系？ 

【探究】（建立数学模型）如图 1，在 ABC 中，三个角 , ,A B C

所对的边分别是 a，b ， c，怎样用 a，b 和C 表示 c？ 

3、理性思考，演绎证明  

思考：求三角形的边长即求线段的长度都有什么方法？ 

预设：勾股定理，两点间距离公式等.  

思考：如何在斜三角形中构造直角三角形？ 

方法一：（平面几何法）边  Rt  

如图 2，过 A做 AH BC 于 H ，则 CbCHCbAH cos,sin   

所以 CbaBH cos  

在
22 2,Rt AHB AB AH BH  中  

即 CabbaCbaCbc cos2)cos()sin( 2222 2

  

（∠C 为钝角略证） 

 

思考：求边长即线段的长度除了构造直角三角形之外，还可以用什么方法？ 

预设：两点间距离公式. 

思考：怎样用两点间距离公式求第三边长呢？ 

预设：建系得出点的坐标 

思考：怎样建立直角坐标系呢？ 

方法二：（坐标法）边距离坐标 

建立如图 3所示的平面直角坐标系， 

)0,(),sin,cos(),0,0( aBCbCbAC  

利用两点间距离公式得 
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同理，我们还能够得出
2 2 2 2 cosa b c bc A   ；

2 2 2 2 cosb a c ac B   . 

思维点拨：进行探究时要展开联想，力求寻找合理的知识方法，进行自主性的活动与尝试，

进一步拓展自己的知识链.比如解三角形处理的是三角形的边长、角度等度量问题，我们如

何求线段长度？如何度量？能够联想到勾股定理构造直角三角形。长度属于代数范畴，而三

角形的边、角是几何概念，因此自然会联想到解析法，即把几何中的基本元素——点，赋予

代数含义——坐标，从而使数和几何元素实现了互相转化.实现三角形边角的数形联系，体

会数形结合思想在三角形中的应用. 

4、结论剖析，深化理解 

问题 2：在三角形中，如何用符号语言与文字语言表示上述结论？ 

符号语言：在 ABC 中， , ,AB c BC a AC b   ，则：  

2 2 2 2 cosa b c bc A   ；
2 2 2 2 cosb a c ac B   ；

2 2 2 2 cosc a b ab C   . 

语言表述：三角形任何一边的平方等于其他两边的平方和减去这两边与它们夹角的余弦的积

的两倍. 

分析：每个公式四个量知三求一，我们来看，会产生几类问题？ 
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会产生三类问题：SAS，SSS ，SSA， 下面我们分别来看一看这三类问题. 

例 1  如图 4，B 、C 两地之间隔着一座小山,现要测量B 、C 之间即将修建的一条隧道的

长度.另选一个点 A ,可以测得的数据有： 3 kmAB  ， 2 kmAC  ， 60A  ，如何求
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B ，C 两地之间隧道的长度. 

（建立数学模型）在 ABC 中， , ,AB c BC a AC b   ，若  60,3,2 Acb ,求a . 

解析:由探究的结论,得

760cos23232cos2 22222  Abccba , 

所以 7a  

反思感悟：直接应用结论解决已知 SAS 求第三边的问题. 

 

问题 3：如果只知道三边长，是否能求出三角形的内角？  

由
2 2 2 2 cosa b c bc A   ；

2 2 2 2 cosb a c ac B   ；
2 2 2 2 cosc a b ab C   . 

引申公式变形：
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
 ；

2 2 2

cos
2

a c b
B

ac

 
 ； 

2 2 2

cos
2

a b c
C

ab

 
 . 

定性定量（判断三角形形状）当∠C=90°时，
222 cba  ；

222900 cbaC  时， ；当 22218090 cbaC  时， ； 

例 2  在 ABC 中， 3, 4, 37a b c   ，求 ABC 的最大内角. 

解析： c a ，c b ，角C 最大.由
2 2 2 9 16 37 1

cos
2 2 3 4 2

a b c
C

ab

   
   

 
， 

(0, )C  ，
2

3
C


  . 

例 3：已知△ABC 中， 30C  ， 2c  ， 2 3b  ，求a . 

方法一：由
sin sin

b c

B C
 得，

3
sin

2
B  ， 

因为在△ABC 中，所以 60B  或120 ，均符合题意.  

若 60B  时， 90A  ， 4a  ； 

若 120B  时， 30A  ， 2a  . 

方法二：由 2 2 2 2 cosc a b ab C   ， 

整理得 2 6 8 0a a   ，解得 2a  或 4a  ，经检验均符合题意.  

（若 2a  时， 30A  ， 120C  ；若 4a  时， 90A  ， 60C  ） 

变式一：已知  60C,3,2 cb ，求a . 
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解析：由
2 2 2 2 cosc a b ab C   ，得

2 2 5 0a a   ，所以 1 6a   . 

变式二：已知  60C,3,5 cb ，求a . 

解析：由
2 2 2 2 cosc a b ab C   ，得

2 5 16 0a a   ，由于 0  ，所以方程

无解,所以三角形无解. 

 

【*】边角判别法：在△ABC 中，已知 ,b c及C ，且C 为锐角，问满足什么条件时，△ABC

无解？有一个解？有两个解？  

 

 

注： sinc b C 时无解； sinc b C 或c b 时有一解； sinb C c b  时有两解. 

【*】变式三：已知  60C,3c ，当b 为何值时，△ABC 无解？有一个解？有两个解？  

方法一:边角判别法 

当 2 3b  时，三角形无解； 

当 2 3b  或0 3b  时，三角形有一个解； 

      当3 2 3b  时，三角形有两个解.      

方法二：判别式法 

       由
2 2 2 2 cosc a b ab C   ，得

2 29 a b ab   ，即  2 2 9 0a ba b    ， 

当 0  即， 2 3b  时无解； 

当 0  或 1 2 0a a  ，即 2 3b  或0 3b  时有一解； 

当
1 2

1 2

0

0

0

a a

a a

 


 
  

，即3 2 3b  时有两解.  

【*】引申：此方法能否推广到一般情况，即已知c ，C ，当b 为何值时，△ABC 无解？有一

个解？有两个解？感兴趣的同学可以继续探究，得出结果后与上边的边角判别法的结果进行

对照. 
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（ 由 2 2 2 2 cosc a b ab C   ，即 2 2 2(2 cos ) 0a b C a b c     ） 

注：边边角问题，三角形解的个数的判断：边角判别法和判别式法. 

【*】变式四：在 ABC 中， xcba  ,2,2 ,若△ABC 是钝角三角形，则正数 x的取值

范围是什么？ 

解析：由三角形边的关系，得2 2 2 2x    . 

      因最大边只可能是 x 或 2 ，若最大边为 x ，△ABC 是钝角三角形则满足
2

2 22 2x   ，

即 6x  ；若2 为最大边，△ABC 是钝角三角形则满足
2

2 22 2x  ，即0 2x  . 

所以
2 2 2 2

0 2 6

x

x x

    


   或
， 

(2 2, 2) ( 6,2 2)x    . 

【*】例 4  在△ABC 中， 3a  ， 2 6b  ， 2B A . 

（1） 求 cos A的值； 

（2） 求 c的值. 

【解析】（1） 3a  ， 2 6b  ， 2B A ， 

            在△ABC 中，由
sin sin

a b

A B
 得

3 2 6

sin sin 2A A
 ， 

            
2sin cos 2 6

sin 3

A A

A
 ，即

6
cos

3
A  . 

（2） 方法一：由
2 2 2 2 cosa b c bc A   得 2 6

9 24 4 6
3

c c    ， 

即
2 8 15 0c c   ，得 3c  或 5c  . 

若 3c  ，则a c ，得 A C ，又 2B A ， 180A B C   ， 

解得 45A C  ， 90B  ，则 2b a ，这与 3a  ， 2b  矛盾. 

3c  不符合，舍去， 

5c  . 

方法二：由（1）知，
6

cos
3

A  ，又 2B A ， 2 1
cos 2cos 1

3
B A   ， 

由
2 2 2 2 cosb a c ac B   得

2 1
24 9 6

3
c c    ，

2 2 15 0c c    

5c  . 



            方法三：由（1）知，
6

cos
3

A  ， 2 3
sin 1 cos

3
A A    ， 

            又 2B A ， 2 1
cos 2cos 1

3
B A   ， 

因在△ABC 中， 2 2 2
sin 1 cos

3
B B    ， 

∴在△ABC 中，
5 3

sin sin( ) sin cos cos sin
9

C A B A B A B     ， 

sin
5

sin

a C
c

A
   . 

思维点拨：对比方法一和方法二我们来分析，当用小角的余弦公式
2 2 2 2 cosa b c bc A  

时，整理成关于c边的一元二次方程
2 2 2(2 cos ) ( ) 0c b A c b a    时，由于 A B ，所以

a b ，因 0  ， 1 2 0c c  ， 1 2 2 cos 0c c b A   ，关于c 边的一元二次方程有一两正根，

故 c有两解；当用大角的余弦公式
2 2 2 2 cosb a c ac B   时，整理成关于c 边的一元二次

方程
2 2 2(2 cos ) ( ) 0c a B c a b    时，由于 A B ，所以a b ，故 1 2 0c c  ，关于c 边

的一元二次方程必有一正一负根，故c 有唯一解. 

例 5 在△ABC 中，若 cos cosa A b B ，试判断该三角形的形状. 

解法一： 由 cos cosa A b B 并结合结论的变式， 

         得2 sin cos 2 sin cosR A A R B B ， 

即 sin2 sin2A B ，因 , (0, )A B  ， 

2 2A B  或2 2A B   ， 

∴ A B 或
2

A B


  ， 

∴△ABC 为等腰三角形或直角三角形． 

解法二：由 cos cosa A b B 并结合结论的变式， 

         得
2 2 2 2 2 2

2 2

b c a a c b
a b

bc ac

   
   ， 

即
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )a b c a b a c b     ， 

4 4 2 2 2 2 0a b b c a c     ， 

2 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) 0a b a b c a b      ， 

2 2 2 2 2( )( ) 0a b a b c     ， 



2 2a b  或 2 2 2a b c   

∴△ABC 为等腰三角形或直角三角形． 

  

【*】拓展：关于已知两边及夹角求第三边关系式的证明有很多种方法，如下面《钦定四

库全书》上的证明，和《几何原本》上勾股定理的证明类似，有兴趣的同学可以课下继续

探究。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在欧几里得的《几何原本》一书中给出勾股定理的以下证明: 

 

 

 

 

 

 

 

5、归纳整理，内化知识 

问题 5：从知识、思想、方法等不同角度回顾一下这节课有何收获？ 

(1)  知识要点 

①已知 SAS 求第三边； 

2 2 2 2 cosa b c bc A   ； 

https://baike.baidu.com/item/%E5%87%A0%E4%BD%95%E5%8E%9F%E6%9C%AC
https://baike.baidu.com/item/%E6%AC%A7%E5%87%A0%E9%87%8C%E5%BE%97


2 2 2 2 cosb a c ac B   ； 

2 2 2 2 cosc a b ab C    

②已知 SSS 求三个内角； 

2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
 ； 

2 2 2

cos
2

a c b
B

ac

 
 ；  

2 2 2

cos
2

a b c
C

ab

 
 . 

 (2)  思想方法 

“类比”、“函数与方程”、“特殊到一般”、“化归与转化”、“数形结合”. 

6 、探究课后任务（见分层任务） 

 

拓展：2. 

预备  在 ABC 中，若角 A， B ，C 所对的边分别是a ，b ，c， 

求证： cos cosc a B b A   

思路分析  方法一（化斜为直） 

      在 ABC 中，过点C 作CD AB 于点D， 

      cos cosAB AD DB b A a B    或 cos cosAB AD DB b A a B     

 

cos cosc a B b A   ，同理 cos cosa b C c B  ， cos cosb a C c A   

 

思路分析  方法二（化边为角）：要证 cos cosc a B b A   

          只需证sin sin cos sin cosC A B B A   

证明  A B C     

sin sin( ) sin cos cos sinC A B A B A B      



cos cosc a B b A    

思路分析  方法三（化角为边）：  

证明  右边=

2 2 2 2 2 2 22
cos cos

2 2 2

a c b b c a c
a B b A a b c

ac bc c

   
       =左边 

cos cosc a B b A    

请思考：如何将

cos cos

cos cos

cos cos

a b C c B

b a C c A

c a B b A

 


 
  

与

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

   


  


  

互相推出. 

解析：若

cos cos

cos cos

cos cos

a b C c B

b a C c A

c a B b A

 


 
  

，则

2

2

2

cos cos

cos cos

cos cos

a ab C ac B

b ab C bc A

c ac B bc A

  


 


 

， 

所以

2 2

2

cos cos

cos cos

a b ac B bc A

c ac B bc A

   


 
， 

所以
2 2 2 2 cosb a c ac B   ，

2 2 2 2 cosa b c bc A   ， 

同理得
2 2 2 2 cosc a b ab C   . 

若

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

   


  


  

，每两个式子相加，则得

cos cos

cos cos

cos cos

a b C c B

b a C c A

c a B b A

 


 
  

. 

 


