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课题：函数小题综合问题 

【学习目标】 

1.通过函数小题综合问题的学习，加深对函数有关知识、方法以及数形结合、化归转化、函数方程

等数学思想的理解，提升分析问题解决问题的能力； 

2.通过专项学习以及扩展提升训练，促进数学抽象、逻辑推理、数学运算等数学学科核心素养的提

升. 

 

【学法指导】 

重点：1.认真听例题 1，体会函数图象的对称性，并注意挖掘重要信息；认真听例题 2，体会赋值

法解决抽象函数求值问题，并注意挖掘函数周期性；认真听例题 3，体会函数图象对称性的抽象表

达；认真听例题 4，体会函数方程思想的运用，并注意挖掘重要信息. 

2.通过学习 4 道例题，总结提炼函数的重要性质（最值、周期性、对称性、零点等），完成课后作

业，有选择地完成扩展提升训练. 

 

【学习任务】 

1. 若函数 ))(1()( 22 baxxxxf  的图象关于直线 2x   对称，则 )(xf 的最大值为          . 

分析：解决此题分两步，第一步要根据已知条件求出 ,a b的值，第二步求 )(xf 的最大值. 

( )f x 的图象关于直线 2x   对称，则 ( 2 ) ( 2 )f x f x     恒成立，即 ( ) ( 4 )f x f x   恒

成立.观察已知函数发现， 1 是函数 ( )f x 的两个零点，这样 3 ， 5 也必为函数的零点，从

而 3 ， 5 为 2 0x ax b   的两根. 

接下来，求 ,a b有两种方法： 

方法一、代入方程解方程组

2

2

( 3) 3 0,

( 5) 5 0.

a b

a b

    

   

 

方法二、由韦达定理
( 3) ( 5) ,

( 3) ( 5) .

a

b

    

   

 

也可不用求 ,a b，由 3 ， 5 为 2 0x ax b   的两根，则
2 ( 3)( 5)x ax b x x      

这样，
2( ) (1 )( 3)( 5)f x x x x     

( 1)( 1)( 3)( 5)x x x x       

( 1)( 5) ( 1)( 3)x x x x        

2 2( 4 5)( 4 3)x x x x       

令
2 4t x x  ，

2( 2) 4 4t x     ， 

则
2( ) ( 5)( 3) ( 1) 16g t t t t        （ 4t   ）. 



 

2 

 

当 1t  时， ( )g t 的最大值是 16，从而 )(xf 的最大值为16. 

2. 已知函数 满足：
1

(1)
4

f  ， 4 ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x y f x y    （ ,x yR ），则

( 2 0 1 9 ) ( 2 0 2 0 )f f  ____________. 

分析：本题属于函数方程类问题，多采用赋值法. 

需根据等式4 ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x y f x y    对任意 ,x yR 恒成立，对 ,x y取特殊的数值

或表达式来解决. 

解法一、通过计算 (2), (3), (4), ,f f f 找规律，发现周期性. 

解法二、首先根据已知
1

(1)
4

f  ，先取 1y  ，则由已知等式可得， ( ) ( 1) ( 1)f x f x f x     

这样，将 x 换成 1x ，得 ( 1) ( 2) ( )f x f x f x    ，根据两式，则有 ( 2) ( 1)f x f x    ，

即 ( 3) ( )f x f x   ，将 x 换成 3x ，得 ( 6) ( 3)f x f x    ，所以 ( 6) ( )f x f x  .这

样 ( )f x 的周期为 6. 

所以 (2019) (3) (0)f f f   ，需求出 (0)f . 

在4 ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x y f x y    中， 

取 1, 0x y  ，则4 (1) (0) (1) (1)f f f f  ，而
1

(1)
4

f  ，所以
1

(0)
2

f  . 

这样
1

(2019)
2

f   ， 

又
1

(2020) (4) (1)
4

f f f     ， 

所以
3

(2019) (2020)
4

f f   . 

3. 已知函数 满足 ( ) 2 ( )f x f x   ，若函数
1x

y
x


 与 图象的交点

为 1 1 2 2( , ),( , ), , ( , ),m mx y x y x y 则  
1

m

i i

i

x y


  （    ） 

（A）0         （B）m     （C）2m       （D）4m  

分析：由 ( ) 2 ( )f x f x   得  f x 关于  0 1， 对称，而
1 1

1
x

y
x x


   也关于  0 1， 对称，

解法一.特值法. 

取符合条件的一个特殊函数 ( ) 1f x x  ，易知函数
1x

y
x


 和 1y x  有两个交点

 f x

( )( )f x xR ( )y f x
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( 1,0),(1,2) ，则 2m  ，
2

1

( ) 2i i

i

x y


  ，故选 B． 

解法二. 

由对称性，两函数图象的m 个交点，可以分成
2

m
组关于点 (0,1) 对称的点.而对于每一组对称

点 ( , ), ( , ),i i i ix y x y  则 0,, 2i i i ix x y y     ， '=2i iy y ， 

所以  
1 1 1

0 2
2

m m m

i i i i

i i i

m
x y x y m

  

         ，故选 B． 

4. 已知函数
2 1 1( ) 2 (e e )x xf x x x a       有唯一零点，则a = 

A．
1

2
       B．

1

3
            C．

1

2
            D．1 

分析：已知条件等价于方程
1 1 2(e e ) 2x xa x x      有唯一解. 

解法辨析（摘自网上）： 

设
2( ) 2h x x x   ，

1 1( ) e ex xg x     ，则函数 ( )h x 与 ( )ag x 的图象有唯一交点， 

又 1 1 1

1

1
( ) e e e 2

e

x x x

x
g x    


    ≥ ，当且仅当 1x  时取得最小值 2． 

而
2( ) ( 1) 1 1h x x    ≤ ，此时 1x  时取得最大值 1， 

( ) ( )ag x h x 有唯一的交点，则
1

2
a  ．故选 C．   

点评：虽然答案正确。但推理存在问题。当 0a  时，上述解法没有问题，但当 0a  时，仅

通过最值则无法说明是否有唯一交点. 

反例：取
e

( ) 3 2
ex

x
g x   ≥ ,当且仅当 1x  时取得最小值 2． 

若 ( ) ( )ag x h x 有唯一的交点，则不一定有
1

2
a  ，当

1

2
a   时，仍有唯一交点. 



 

4 

 

  

正解：设
2( ) 2h x x x   ，

1 1( ) (e e )x xg x a     ，则易知两函数图象均关于 1x  对称，若

两函数图象有唯一交点，则必有 (1) (1)h g .否则，公共点的个数一定是偶数个. 

由 (1) (1)h g ，得
1

2
a  . 

显然
1

2
a  满足条件.  


