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压轴小题专题——平面向量中的最值问题 

【学习目标】 

1.能合理建立直角坐标系，将数量积的最值问题转化为代数最值问题，并能掌握这一通法. 

2.能具有运动变化思想，能从投影、轨迹角度等找到问题的几何背景,挖掘数学问题的几何

解释，形成和发展自己的直观想象的数学素养. 

3.能将所求数量积最值问题转化为已知模和夹角的向量的数量积最值问题. 

4.能联想并应用数量积的性质（ | | |a b a b   ）解决最值问题. 

5.会根据题目的不同情境，采取不同的方法，并能快速找到最简洁的方法利用转化法、几何

法、坐标法、放缩法求解向量中的最值问题根据题目不同情境选择不同方法. 

【预备知识】 

1.平面向量的有关加法、减法、数乘的概念与运算，平面向量基本定理. 

2. 数量积定义及其数量积的几何意义及投影的概念. 

3.平行、垂直、数量积的坐标表示. 

4. 柯西不等式： | | |a b a b    . 

【典型例题】 

例题 1. 在正三角形 ABC 中, 3AB  , D是 BC 上一点,且 3BC BD ,

则 _______AB AD  .  

1.结论如何转化 

AB AD 很难直接用数量积公式直接求得，那该怎办？ 

（1）可以转化为其他向量的数量积. 

（2）联想数量积几何意义，即投影的概念. 

（3）可以建立平面直角坐标系，转化为坐标运算. 

2.多种解法 

方法一： 
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方法三：以 A为坐标原点，以 AB 为 x 轴建立直角坐标系， 
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3. 数量积的求法及每种方法的适用条件 

①定义法：数量积定义，适用条件是已知向量的模与夹角. 

②转化法：适用条件是所求数量积中的向量可以转化为已知模和夹角的向量中去. 

③几何法（投影等）：适用条件是几何法易求得投影或找到几何意义. 

④坐标法（通法）： 适用条件是方便建立平面直角坐标系，坐标易写. 

 

变式训练：正三角形 ABC 的边长为1，点P 是 AB 边上的动点，点

Q 是 AC 边上的动点,且   R  ,1, ACAQABAP ，则

CPBQ  的最大值为________  

解法一： ( ) ( )BQ CP BA AQ CA AP      

[ (1 ) ] ( )BA AC CA AB       
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21 1 3
( )

2 2 8
    , 0 1   

所以当
1

2
  时，BQ CP 的最大值为

3

8
  

 

解法二：以 AB 为 x 轴， AB 边所在的高为 y 轴，建立平面直角坐标系 

由 1AB  则
1 1

( ,0), ( ,0)
2 2

A B  设 ( ,0)P x 由 ,AP AB  

1
( ,0)
2

P   

y

x

Q

B

C

APO



3 
 

设 ( , )Q m n 由  1 ,AQ AC   R 得 
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例题 2 已知 ,a b是单位向量, a b 0 .若向量c 满足 1  c a b ，求 c 的取值范围. 

1.条件如何转化 

设u a b  ，则 1c u  ，即 c 的终点在以u 对应点为圆心，半径为 1 的圆上，或者是建

立平面直角坐标系，将 1  c a b 坐标化. 

2.多种解法 

方法一：设u a b  ，则 1c u  ，即 c 的终点在以u 对应点为圆心，

半径为1的圆上， 

c 的起点为O ，又圆心到O 的距离为 2 ，则当 c 与 u 方向相同时，

max
2 1c   ， 

当 c 与u 方向相反时，
min

2 1c   ， 

所以 2 1 | | 2 1c    . 

 

方法二：
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由 | ( ) | 1c a b    

2
22( ) ( ) 1c a b c a b       

即
2

1 2( )c a b c    2 | | | | 2 2 | |a b c c     

2

2 2 | | 1 0c c    

所以 2 1 | | 2 1c    . 

 

方法三：以以 ,a b所在直线为 ,x y轴建立直角坐标系 

设 (1,0), (0,1)a b  ， ( , )c x y  

由 | ( ) | 1c a b   得 

2 2( 1) ( 1) 1x y    . 

（分析：目标求 | |c 的范围，而 2 2| |c x y   

本题相当于求 2 2x y 或 2 2x y 的范围，我们可能有怎样的方向？） 

 

3.每种方法的运算难点及突破方法. 

方法一的难点是挖掘出 1c u  的几何意义. 

方法二的难点是需要利用 | | |a b a b   进行放缩. 

方法三的难点是先代数后合理联想几何，体现的是数形结合. 

例 3.（2016 年浙江高考）已知向量a ,b ， | | 1a ， | | 2b ，若对任意单位向量e ，均有

| | | | 6   a e b e ，则 a b的最大值是________． 

1.条件如何转化： 

条件 | | | | 6   a e b e 如何转化，若引入坐标将十分复杂！那我们能联想什么？ 

| |a e 表示a 在单位向量 e 上的投影，所以 | | | |  a e b e 的几何意义是a , b 在 e 上的

投影之和，这也许就是本题的关键． 

2.多种解法 
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解：如图 3，设 AD  a ，AB  b ，| | | | | |    a e b e a b 当且仅当 e与 a b共线时

取等号．依据题意 | | 6 a b ，即 2 22 6   a a b b  

又 | | 1a ， | | 2b 所以1 2 4 6   a b  

即
1

2
 a b ，所以 max

1
( )

2
 a b  

3.方法的难点及突破方法 

题目很难进行坐标化，通法产生困惑！进一步回归到

对几何背景的挖掘与研究上．| | | |  a e b e 的几何意义

是a ,b 在 e上的投影之和，这也是本题的关键．向量是

一个有“形”的几何量，因此，在研究与向量有关的问

题时，既要掌握通法——运用向量的运算来解决问题，

又要善于根据题目的不同情境转化为图形中的相应位置

关系．一定要结合图形进行分析、判断和求解，深刻感

受向量本质的二重性． 

例 4. （2015 清华自招）过 ABC 的重心作直线将 ABC 分成两部分，则这两部分的面积

之比的（   ） 

(A)最小值为
3

4
 (B)最小值为

4

5
  

(C)最大值为
4

3
 (D)最大值为

5

4
 

1.条件或结论如何转化： 

重心的性质有哪些？
2

3
AG AM . 

结论两部分的面积之比可以先考虑 ADE

ABC

S

S





的值. 

2.多种解法 

解：设
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, ,AD xAB AE yAC  , (0,1)x y  

ADES S xy    

(1 ) (1 )AG AD AE xAB yAC          

2 1 1

3 3 3
AG AM AB AC    

所以

1
(1 )
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




 


 


消去得
1 1

3
x y
   

又
1 1 1 1

3 2 2
x y xy S
    ，即

4

9
S  ，当且仅当

2

3
x y  取等号， 

所以这两部分的面积之比的最小值为
4

5
，最大值为

5

4
. 

3.方法的运算难点及突破方法 

引入参数 ,x y，求 S xy 的最值，就要找到 ,x y的等式关系，如何寻找是本题的难点.

三点共线与重心性质的恰当应用，再结合平面向量基本定理就找到了关系式
1 1

3
x y
  ，再

利用均值不等式求解，这就是突破方法.
 

【小结提升】 

利用转化法、几何法、坐标法、放缩法求解向量中的最值问题，其中坐标法是通法. 

【本专题学法指导】 

将求数量积中的方法迁移到求最值问题中来，并能用通法（坐标法）解决问题，体会转

化法、投影法、几何法求最值的情境条件，对于一些较难问题，我们要具有运动变化思想，

能从投影、轨迹角度等找到问题的几何背景，深刻感受向量的二重性（既有形又有数）. 


