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《函数压轴小题的解题策略》 

【学习目标】 

1.学会解决函数中双变量的任意存在性问题，体会解题策略中的数学本质. 

2. 能够借助于函数的图象进行分析，利用图象描述和分析函数问题，建立数与形的联系，

探索解决函数问题的思路. 

3.通过对函数部分压轴题研究，丰富数学探索经验，提升直观想象的核心素养，进而提升分

析问题解决问题的能力，感悟数学中的函数与方程、转化与化归、分类讨论的思想方法. 

【预备知识】 

1.函数的概念以及函数的性质. 

2.用导数研究函数的单调性、极值和最值. 

3.基本初等函数的图象和性质. 

【典型例题】 

【2019 海淀一模理 14】已知函数 ( )f x x ， 2( )g x ax x  ， 

其中 0a  .若 1 2[1, 2] , [1, 2]x x    ， 

使得 1( )f x 2( )f x 1( )g x 2( )g x 成立，则a  ____． 

分析：本题中有两个函数，并且含有两个变量，这两个变量没有关联，即它们在各自区间上

的取值是任意的相互独立的，因此我们可以把两个变量分开讨论. 

1 转化结论，探寻解题思路 

因为若 1 2[1, 2], [1, 2]x x    ，使得 1( )f x 2( )f x 1( )g x 2( )g x 成立，也就是使得：

   2 2
1 2 1 1 2 2 x x ax x ax x     成立. 

由 1 2 0x x  ，两边同时除以 1 2x x ，化简得： 

1 21)1 ( ( 1)ax ax  
 

请同学们思考：此时我们可以把两个变量 1 2,x x 分开了吗？ 

思路一：转化为： 2
1

1
1

1
ax

ax
 


 ， 

教师分析：这样转化出来的左右两边函数都带有参数a  ， 

需要分类讨论，解决起来相对麻烦，不太可取。 

因此，我们继续转化. 
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不等式两边展开，化为： 2
1 2 1 21 1a x x ax ax    ， 

即： 2
1 2 1 20 a x x ax ax      

因为 0a  ，所以 1 2 1 2 0ax x x x   ， 

请同学们思考：此时我们可以把两个变量 1 2,x x 分开了吗？ 

思路二：由 1 2 0x x  ，则两边同时除以 1 2x x ， 

得到：
2 1

1 1
0a

x x
    

即：
1 2

1 1
a

x x
   

教师分析： 此时把不等式两边看成两个函数，令
1

( ) , [1, 2]h x x
x

  ，
1

( ) , [1, 2]t x a x
x

   ， 

这样得到的左右两边的这两个函数 ( ) , ( )h x t x 相对简单，这个问题就变得容易多了！ 

2.解决问题 

令
1

( ) , [1, 2]h x x
x

  ，
1

( ) , [1, 2]t x a x
x

  
 

本题转化为 1 2[1, 2], [1, 2]x x    ，使得 1 2( ) ( )h x t x 成立， 

当 1x 在区间 [1, 2] 变动起来， 1( )h x 也随之变化，所有 1( )h x 的取值构成了它的值域

1
[ ,1]
2

A   ， 

同理，当 2x 在区间[1, 2]变动起来， 2( )t x 也随之变化，所有 2( )t x 的取值构成了它的值域

1
[ 1, ]

2
B a a     

对于每一个 1 [1,2]x  ，都有一个 2 [1, 2]x  ，使得 1 2( ) ( )h x t x ， 

即他们的函数值相等， 

教师提问：那么，从值域的角度考虑，他们的值域之间有什么关系呢？ 

回答： ( )h x 的值域是 ( )t x 值域的子集，即： A B  
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所以有

1
1

2
1

1
2

a

a

  

  


，解之得：

3

2
3

2

a

a

 

 


， 

所以
3

2
a  . 

如图所示：

  

 
【小结提升】 

若对任意的 1x D ，都存在 2x E ，使 1 2( ) ( ) ( )f x g x f x  的值域是 ( )g x 的值域

的子集. 

 

练习： 已知函数 ( ) 4f x x   ， 3 2( ) 3 2g x x a x a    （其中 1a  ）， 

（1） 若对任意 1 2[0, 2] , [0,1]x x   都有 1 2( ) ( )f x g x  成立， 

则实数a的取值范围是____ 

（2）若存在 1 2, [0,1]x x  使得 1 2( ) ( )f x g x 成立，则实数a的取值范围是___________. 

分析：本题有两个函数，并且含有两个变量，并且两个变量还是相互独立的，因此，还是分

别研究等式两边的函数，从他们的值域入手. 

1 转化结论，探寻解题思路 

（1）由题知， 

对于每一个 1 [0, 2]x  ，都有一个 2 [0,1]x  ，使得 1 2( ) ( )f x g x ； 

同时，对于每一个 2 [0,1]x  ，都有一个 1 [0, 2]x  ，使得 1 2( ) ( )f x g x . 
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教师提问：那么，从值域的角度考虑，他们的值域之间有什么关系呢？ 

回答：前一句话说明函数 ( )f x 的值域是 ( )g x 值域的子集；后一句话说明函数 ( )g x 值域是

函数 ( )f x 值域的子集，因此说明两个函数值域相等！ 

（2） 由题知，存在 1 2, [0,1]x x  使得 1 2( ) ( )f x g x 成立，即： 

在区间[0,1]存在一个 1x ，相应的有一个 2 [0,1]x  ，使得 1 2( ) ( )f x g x ，即他们的函数值

相等. 

教师提问：那么，从值域的角度考虑，他们的值域之间有什么关系呢？ 

回答：说明两个函数值域有交集！ 

 这样，我们只需要找到两个函数的值域就可以了. 

 2.解决问题 

解：（1）当 [0, 2]x 时， ( ) [ 4, 2]f x    ， 

  2 2( ) 3g x x a  （ ）， 

因为 1a  ，所以 [0,1]x 时， ( ) 0g x   

所以 ( )g x  在[0,1]上单调递减 

从而，当 [0,1]x 时， ( ) [g(1),g(0)]g x   

即
2( ) [1 2 3 , 2 ]g x a a a     

若 对 任 意 1 2[0, 2] , [0,1]x x   都 有

1 2( ) ( )f x g x  成立， 

则， ( )f x  的值域与 ( )g x  的值域相等， 

所以

21 2 2 4

2 2

a a

a

    

  

 ，即 1a    

（2）由（1）知 ( ) [ 4, 2]f x    ，
2( ) [1 2 3 , 2 ]g x a a a     

若存在 1 2, [0,1]x x  使得 1 2( ) ( )f x g x 成立， 

则
2[ 4, 2] [1 2 3 , 2 ]a a a        

又 1a  ，则
21 2 3 4a a    ，所以只需 2 4a    

即 2a    

因此 [1, 2]a   
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【小结提升】 

（1）若对任意的 1x D ， 2x E ，使 1 2( ) ( ) ( )f x g x f x  的值域与 ( )g x 的值域相等. 

（2）若存在 1x D ， 2x E ，使 1 2( ) ( ) ( )f x g x f x  的值域与 ( )g x 的值域有交集. 

【本专题学法指导】 

1、 对于函数中的双变量任意存在性的问题，由于两个变量没有关联，即它们在各自区间上

的取值具有任意性，因此这类题型都可以转化成任意性问题和存在性问题分别处理，最

后转化为函数最值或者值域问题加以解决。 

2、 压轴题之所以难，在于它考察学生的灵活的思维能力，需要学生具有很强的分析问题的

能力，因此在日常学习中应注重过程，积累经验，提升数学学科素养. 


