
函数的极值 

 

作业详解 

 

1.已知函数𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑥-2
+ 𝑙𝑛 𝑥,其中𝑎 ∈ 𝑅. 

(1)给出𝑎的一个取值,使得曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)存在斜率为 0 的切线,并说明理由; 

(2)若𝑓(𝑥)存在极小值和极大值,证明: 𝑓(𝑥)的极小值大于极大值. 

 

1. 思路分析 (1)可转化为方程𝑓 ′(𝑥) = 0在定义域内有解. 

(2)分𝑎 ≤ 0和𝑎 > 0两种情况讨论,易得𝑎 ≤ 0不符合题意,重点分析𝑎 > 0时的导数符号即函数

单调性,进而得到极小值和极大值的情况,作差证明即可. 

解后反思 第(1)问答案不唯一.只要𝑎 > 0均符合要求. 

解析 (1)当𝑎 = 1时,曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)存在斜率为 0 的切线. 

理由如下:函数𝑓(𝑥)的定义域是𝐷 = {𝑥|𝑥 > 0,且𝑥 ≠ 2}, 

𝑓 ′(𝑥) = −
𝑎

(𝑥-2)2
+

1

𝑥
. 

曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)存在斜率为 0 的切线⇔方程𝑓 ′(𝑥) = 0存在 D 上的解. 

令−
1

(𝑥-2)2
+

1

𝑥
= 0,整理得𝑥2 − 5𝑥 + 4 = 0,解得𝑥 = 1或𝑥 = 4. 

所以当𝑎 = 1时,曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)存在斜率为 0 的切线. 

(2)证明:由(1)得, 𝑓 ′(𝑥) = −
𝑎

(𝑥-2)2 +
1

𝑥
. 

①当𝑎 ≤ 0时, 𝑓 ′(𝑥) > 0恒成立,函数𝑓(𝑥)在区间(0,2)和(2,+∞)上单调递增,无极值,不符合题

意. 

②当𝑎 > 0时,令𝑓 ′(𝑥) = 0,整理得𝑥2 − (𝑎 + 4)𝑥 + 4 = 0(*). 

𝑎 > 0时,𝛥 = [−(𝑎 + 4)]2 − 16 > 0恒成立, 

所以方程(*)必有两个不相等的实数根,设为𝑥1,𝑥2且𝑥1<𝑥2. 

由{
𝑥1 + 𝑥2 = 𝑎 + 4 > 4,

𝑥1𝑥2 = 4,
得 0<𝑥1<2<𝑥2. 

𝑓 ′(𝑥), 𝑓(𝑥)的变化情况如下表: 

𝑥 (0,𝑥1) 𝑥1 ( 𝑥1,2) (2, 𝑥2) 𝑥2 (𝑥2,+∞) 

𝑓 ′(𝑥) + 0 - - 0 + 



𝑓(𝑥) ↗ 极大值 ↘ ↘ 极小值 ↗ 

所以, f(x)存在极大值 f(x1),极小值 f(x2). 

f(x2)- f(x1) =(
𝑎

𝑥2-2
+ ln 𝑥2)-(

𝑎

𝑥1-2
+ ln 𝑥1)=(

𝑎

𝑥2-2
-

𝑎

𝑥1-2
)+(ln x2-ln x1). 

因为 0< 𝑥1<2<𝑥2,且𝑎 > 0,所以
𝑎

𝑥2-2
-

𝑎

𝑥1-2
>0,ln x2-ln x1>0, 

所以 f(x2)> f(x1). 

所以𝑓(𝑥)的极小值大于极大值. 

 

 

2. 已知函数 ( ) e ln
x

f x a x a= − − . 

（Ⅰ）当 ea = 时，求曲线 ( )y f x= 在点 (1 (1)),f 处的切线方程； 

（Ⅱ）证明：对于 (0 e)a  , ， ( )f x 在区间 ( )
e
,1

a
上有极小值，且极小值大于 0. 

解：（Ⅰ） ( )f x 的定义域为 (0, )+ ，    

因为 ea = ，所以 ( ) e e(ln 1)xf x x= − + ，所以
e

( ) exf x
x

 = − .     

因为 (1) 0f = ， (1) 0f  = ，    

所以曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程为 0y = .       

（Ⅱ） 因为0 ea  ,所以 ( ) ex a
f x

x
 = − 在区间 ( ,1)

e

a
上是单调递增函数.      

因为 e( ) e e 0
e

a
a

f  = −  ， (1) e 0f a = −  ，       

所以 0 ( ,1)
e

a
x  ,使得 0

0

e =0
x a

x
− .    

所以
0( , )

e

a
x x  ， ( ) 0f x  ； 0( ,1)x x  ， ( ) 0f x  ，     

故 ( )f x 在
0( , )

e

a
x 上单调递减，在 0( ,1)x 上单调递增，  

所以 ( )f x 有极小值 0( )f x .      

因为 0

0

e 0
x a

x
− = , 

所以 0

0 0 0

0

1
( )=e (ln 1) ( ln 1)

x
f x a x a x

x
− + = − − .     

设
1

( )= ( ln 1)g x a x
x
− − ， ( ,1)

e

a
x ， 

则
2 2

1 1 (1 )
( ) ( )

a x
g x a

x x x

+
 = − − = − ，  



所以 ( ) 0g x  ， 

即 ( )g x 在 ( ,1)
e

a
上单调递减，所以 ( ) (1) 0g x g = ， 

即
0( ) 0f x  ，所以函数 ( )f x 的极小值大于 0．      


