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学习目标

能熟练使用求导公式，

能准确推出函数的单调

性与导数的关系.

巩固提升分类讨论思

想和分析问题、解决

问题的能力.

掌握用导数求函数单调

区间，及已知单调性确

定参数范围问题的解法.

知
识

能
力

策
略



导数符号与函数单调性的关系

预备知识

1

常见的基本初等函数的导数公式题

2

必备概念



（1）在区间D上满足𝒇′ 𝒙 > 𝟎_____ 𝒇 𝒙 在区间D上为增函数；

导数符号与函数单调性的关系

⇒

⇐

充分不必要

必要不充分

（2）在区间D上满足𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎_____ 𝒇 𝒙 在区间D上为增函数；

（3）“𝒇′ 𝒙 > 𝟎”是“𝒇 𝒙 是增函数”的__________条件；

“𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎”是“𝒇 𝒙 是增函数”的__________条件.
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预备知识

常见问题



典型例题

【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（I）求函数𝒇 𝒙 的单调区间；

（II）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，求𝒂的取值范围；

（III）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调，求𝒂的取值范围.



【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（I）求函数𝒇 𝒙 的单调区间.

找准参数的讨论点，

对含有参数的函数单

调性进行讨论.

解 题 难 点

一步求函数定义域；

二步求导函数；

三步根据导函数图像

判断导函数符号及原

函数单调性.

解题思路



【解】（I）易知𝒇 𝒙 的定义域是 𝟎,+∞ ，

𝒇′(𝒙) = 𝟏 −
𝒂

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒙
=

𝒙𝟐+𝒙−𝒂

𝒙𝟐
.

当∆= 𝟏 + 𝟒𝒂 ≤ 𝟎，即𝒂 ≤ −
𝟏

𝟒
时，𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝒂 ≥ 𝟎，

所以𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎，则𝒇 𝒙 在 𝟎,+∞ 上单调递增；

当∆= 𝟏 + 𝟒𝒂 > 𝟎，即𝒂 > −
𝟏

𝟒
时，

令𝒇′ 𝒙 = 𝟎解得𝒙𝟏 =
−𝟏− 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
< 𝟎，𝒙𝟐 =

−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐

x1 x2



①当−
𝟏

𝟒
< 𝒂 ≤ 𝟎时，𝒙𝟐 ≤ 𝟎，所以𝒇′ 𝒙 > 𝟎，

则𝒇 𝒙 在 𝟎,+∞ 上单调递增；

②当𝒂 > 𝟎时， 𝒙𝟐 > 𝟎，则
x (0,𝒙𝟐) 𝒙𝟐 (𝒙𝟐,+∞)

𝒇′(𝒙) - 0 +

𝒇 𝒙 ↘ 极小值 ↗

综上，当𝒂 ≤ 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,+∞ 上单调递增；

当𝒂 > 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
上单调递减，

在
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
, +∞ 上单调递增.

x1 x2 0

x1 x20



【小结】

二次型含参问题的关注点：

a系数
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一看二次项系数，二看判别式，三比两根大小



【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（I）求函数𝒇 𝒙 的单调区间.

①忽略函数的单调区

间是其定义域的子集;

②不讨论导数零点与

区间关系；

③多个增减区间错误

使用⋃,“或”连接.

解题易错

找准参数的讨论点，

对含有参数的函数单

调性进行讨论.

解 题 难 点

一步求函数定义域；

二步求导函数；

三步根据导函数图像

判断导函数符号及原

函数单调性.

解题思路



【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（II）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，求𝒂的取值范围.

转化为更简单的等价

不等式恒成立问题再

求解.

解 题 难 点

一是可以利用第（I）

问结论求解；

二是利用“𝒇 𝒙 是增

函数⇒ 𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎”转

化为恒成立问题求解.

解题思路



【解】（II）解法一：由（I）知，

当𝒂 ≤ 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,+∞ 上单调递增，满足条件；

当𝒂 > 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
上单调递减，在

−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
, +∞ 上单调递增；

x1 x2 1

因为𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，

所以
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
≤ 𝟏解得𝟎 < 𝒂 ≤ 𝟐.

综上，当𝒂 ≤ 𝟐时，𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增.



解法二：

因为𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，所以𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎在 𝟏,+∞

上恒成立，即𝒙𝟐 + 𝒙 ≥ 𝒂在 𝟏,+∞ 上恒成立.

𝒇′(𝒙) = 𝟏 −
𝒂

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒙
=

𝒙𝟐+𝒙−𝒂

𝒙𝟐
.

设𝒈 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒙 = (𝒙 +
𝟏

𝟐
)𝟐−

𝟏

𝟒
(𝐱 > 𝟏)，

所以𝒂 ≤ 𝒈(𝒙)𝒎𝒊𝒏即可.

因为𝒈 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，则𝒈 𝒙 > 𝒈 𝟏 = 𝟐

所以，当𝒂 ≤ 𝟐时，𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增.



【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（II）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上单调递增，求𝒂的取值范围.

①先求单调区间,再讨

论给定区间的增减性，

提高了计算量和难度；

②将单调递增转化为

𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎恒成立时，忽

略了“=”条件. 

解题易错

转化为更简单的等价

不等式恒成立问题再

求解.

解 题 难 点

一是可以利用第（I）

问结论求解；

二是利用“𝒇 𝒙 是增

函数⇒ 𝒇′(𝒙) ≥ 𝟎”转

化为恒成立问题求解.

解题思路



【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（III）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调，求𝒂的取值范围.

转化为导数变号零点

时，借助二次函数图

像，运用根的分布分

析问题.

解 题 难 点

一是可以利用第（I）

问结论求解；

二是转化𝒇′(𝒙)在区间

内（不含边界）有变

号零点问题求解.

解题思路



【解】（III）解法一：由（I）知，

当𝒂 ≤ 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,+∞ 上单调递增，不满足条件；

𝒇′(𝒙) =
𝒙𝟐+𝒙−𝒂

𝒙𝟐
.

当𝒂 > 𝟎时，𝒇 𝒙 在 𝟎,
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
上单调递减，在

−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
, +∞ 上单调递增；

因为𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调，
x1 x21

所以
−𝟏+ 𝟏+𝟒𝒂

𝟐
> 𝟏解得𝒂 > 𝟐，

综上，当𝒂 > 𝟐时，𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调.



解法二：

因为𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调，

所以𝒇′(𝒙)在 𝟏,+∞ 内有变号零点.

又因为𝒙𝟐 > 𝟎，所以设𝒉 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝒂(𝐱 > 𝟏)，

即𝒉 𝒙 在 𝟏,+∞ 内有变号零点.

𝒇′(𝒙) =
𝒙𝟐+𝒙−𝒂

𝒙𝟐
.

所以 
∆= 𝟏 + 𝟒𝒂 > 𝟎
𝒉 𝟏 = 𝟐 − 𝒂 < 𝟎

⇔  𝒂 > −
𝟏

𝟒

𝒂 > 𝟐
即𝒂 > 𝟐;

所以，当𝒂 > 𝟐时，𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调.
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【例】已知函数𝒇 𝒙 = 𝒙 +
𝒂

𝒙
+ 𝒍𝒏𝒙 𝒂 ∈ 𝑹

（III）若函数𝒇 𝒙 在 𝟏,+∞ 上不单调，求𝒂的取值范围.

①直接用第（II）的补

集求结论，不分析该区

间内不可能单调递减；

②利用求根公式求导数

零点，计算量大，讨论

复杂，不对判别式讨论.

解题易错

借助二次函数图像，

运用根的分布分析问

题.

解 题 难 点

一是可以利用第（I）

问结论求解；

二是利用转化𝒇′(𝒙)在

区间内（不含边界）

有变号零点问题求解.

解题思路



小结提升



学法建议

研究函数的单调性，必须优先考虑函数

的定义域，这是重中之重；

关注各类问题的解析策略，但也不能一味

“死记硬背”，要根据题目给出的函数特

点，前后问的关系，灵活运用方法求解；

要注意分类讨论和数形结合思想的应用.



【课后作业】 

（1）函数 ( ) e cosxf x x 的单调递减区间为            . 

（2）函数
2 1

( ) 4f x x
x

  的单调减区间是        . 

（3）函数
2( ) 2 6f x x bx   在区间 (2,8) 内不单调,则实数b 的取值范围是        . 

（4）三次函数
3 2 + 3y x ax ax   在 ( , )  内是增函数,则实数a 的取值范围是        . 

（5）若函数𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒂𝒙𝟐 + 𝒙𝐥𝐧𝒙 − 𝒙存在单调递增区间，则𝒂的取值范围是____________. 

（6）已知函数 ( ) ( )2( ) 2 lnf x x a x a x a R     ,讨论函数 ( )f x 的单调性. 

（7）已知函数𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧𝒙 − 𝒙𝐞𝒙 + 𝒂𝒙(𝒂 ∈ 𝐑). 

（I）若函数𝒇(𝒙)在[𝟏,+∞)上单调递减，求实数𝒂的取值范围； 

（II）若𝒂 = 𝟏，求𝒇(𝒙)的最大值. 
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