
课题：圆锥曲线中的最值、范围问题 

学习目标  

1.掌握圆锥曲线中的最值、范围问题的解题基本思路； 

2.通过解决圆锥曲线中最值、取值范围问题，探索总结构建代数关系式的常见方法，发展

逻辑推理、数学运算等素养。 

预备知识： 

 1.直线与圆锥曲线的位置关系及判断方法 

   2.求函数最值、值域的常用方法 

典型例题 

例题 1 设 P是椭圆
x2

25
＋
y2

9
＝1 上一点，M，N分别是两圆：(x＋4)2＋y2＝1 和(x－4)2

＋y2＝1 上的点，则|PM|＋|PN|的最小值、最大值分别为(  ) 

A．9,12  B．8,11 

C．8,12                             D．10,12 

分析： 

思路 1.考虑将题中的几何元素代数化： 

设𝑃(𝑥0，𝑦0)，𝑀(𝑥1，𝑦1)， N(𝑥2，𝑦2)，则点 P 的坐标满足：
𝑥0
2

25
+

𝑦0
2

9
= 1 

则|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁| = √(𝑥1 − 𝑥0)2 + (𝑦1 − 𝑦0)2 +√(𝑥2 − 𝑥0)2 + (𝑦2 − 𝑦0)2 = ⋯ 

优缺点： 

优点：容易想到， 

缺点：变量（字母）多，计算量大 

思路 2. 结合题意，数形结合，联系定义 

两个圆的圆心恰好是椭圆的焦点，点 P 是椭圆上的动点，    故

满足定义|𝑃𝐴| + |𝑃𝐵| = 2𝑎 = 10(定值）． 

当 P、A、M 及 P、B、N 分别三点共线时得到最大、最小值， 

即|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁|的最大值是|𝑃𝐴| + |𝑃𝐵| + 2=12， 

  |𝑃𝑀| + |𝑃𝑁|的最大值是|𝑃𝐴| + |𝑃𝐵| − 2=8 ．  

故选 C. 

题后分析：本题代数运算变量多、计算量大，故结合题意及定义利用数形结合的思想解题较

便捷 

 

例题 2  已知椭圆
2 2

2 2
: 1 ( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的离心率为

2

2
，以椭圆C 的任意三个顶点

为顶点的三角形的面积是 2 2 ． 

（Ⅰ）求椭圆C 的方程； 

（Ⅱ）设 A是椭圆C 的右顶点，点 B在 x轴上．若椭圆C 上存在点 P ，使得 90APB = ，求

点 B横坐标的取值范围． 

分析： 



1. 对于条件的理解和挖掘： 

问题 1：题目的几何条件“ 90APB = ”可如何转化？（ 0PA PB
⎯⎯→ ⎯⎯→

 = ， = -1PA PBk k 、勾股定

理、圆的性质等） 

问题 2：设点坐标后“依题意， (2,0)A ．设 ( ,0)B t ， ( , )P m n ，则 (2 , ) ( , ) 0m n t m n− −  − − = ，

即 2(2 )( ) 0m t m n− − + = ”得到的多变量关系式如何转化？（消元——通过椭圆方程） 

问题 3：消元后得到双变量关系式
2

0
2 m

t m
+

− + = 如何处理？（转化成函数式） 

问题 4：本题还有其他思路吗？ 

2, 解法辨析 

解析： 

（Ⅰ）设椭圆C 的半焦距为 c ．依题意，得 

2

2

c

a
= ， 2 2ab = ，且 2 2 2a b c= + ．解得 2a = ， 2b = ． 

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 2

x y
+ = ． 

（Ⅱ）解法一： “椭圆C 上存在点 P ，使得 90APB = ”等价于“存在不是椭圆左、右顶点的

点 P ，使得 0PA PB
⎯⎯→ ⎯⎯→

 = 成立”． 

依题意， (2,0)A ．设 ( ,0)B t ， ( , )P m n ，则 2 22 4m n+ = ， 

且 (2 , ) ( , ) 0m n t m n− −  − − = ， 

即 2(2 )( ) 0m t m n− − + = ． 

将
2
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m
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−
= 代入上式， 

得 
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(2 )( )
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m t m
−

− − + = ． 

因为 2 2m−   ， 

所以
2

0
2 m

t m
+

− + = ，① 

即 2 2m t= + ． 

所以 2 2 2 2t−  +  ， 

解得 2 0t−   ， 

所以 点 B 横坐标的取值范围是 ( 2,0)− ． 



或由①：
2

2

m
t

−
= ，因为 2 2m−   解得： 2 0t−   ． 

解法 2：设 PA 方程是𝑦 = 𝑘(𝑥 − 2)(显然𝑘存在且 k ≠ 0)， 

设 ( ,0)B t ， ( , )P m n ， 

{
𝑦 = 𝑘(𝑥 − 2)
𝑥2

4
+

𝑦2

2
= 1

消去 y 得： 2 2 2 2(1 2 ) 8 (8 4) 0k x k x k+ − + − = ． 

则
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即
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则 PB 方程是：
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令 y=0 得：
2

2

1 2

−
=

+
t

k
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由 2
0k 可得： 2 0t−   ． 

小结提升 1： 

圆锥曲线中的最值、范围问题类型较多，解法灵活多变，但总体上主要有两种方法： 

一是利用几何法，即通过利用曲线的定义、几何性质以及平面几何中的定理、性质等进

行求解； 

二是利用代数法，即把要求最值的几何量或代数表达式表示为某个(些)参数的函数(解析

式)，然后利用函数方法、不等式方法等进行求解．  

例 3  已知椭圆 C：
x2

a2＋
y2

b2＝1(a＞b＞0)的离心率为
2

2
，且以原点为圆心，椭圆的焦距

为直径的圆与直线 xsin θ＋ycos θ－1＝0 相切(θ为常数)． 

(1)求椭圆 C的标准方程； 

(2)若椭圆 C的左、右焦点分别为 F1，F2，过 F2作直线 l与椭圆交于 M，N两点，求F1M
―→

·F1N
―→

的取值范围． 

设置意图： 

(1)化解难点、突出重点：本题是向量条件，不用过多方法，利用坐标比较简单便捷； 

(2)重点突破分式函数求最值的一般性方法； 

(3)利用变式激活思维、突出本质． 



[解] (1)由题意，得





 
c

a
＝

2

2
，

1

sin2θ＋cos2θ
＝c，

a2＝b2＋c2

解得






 
c＝1，

a2＝2，

b2＝1，

 

故椭圆 C的标准方程为
x2

2
＋y2＝1. 

(2)由(1)得 F1(－1,0)，F2(1,0)． 

①若直线 l 的斜率不存在，则直线 l⊥x 轴，直线 l 的方程为 x＝1，不妨记 M






1，
2

2
，

N






1，－
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2
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∴F1M
―→

＝

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

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2
，F1N
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＝




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2，－
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2
， 

故F1M
―→

·F1N
―→

＝
7

2
. 

②若直线 l的斜率存在，设直线 l的方程为 y＝k(x－1)， 

由



  
y＝k(x－1)，

x2

2
＋y2＝1

 

消去 y得，(1＋2k2)x2－4k2x＋2k2－2＝0， 

设 M(x1，y1)，N(x2，y2)， 

则 x1＋x2＝
4k2

1＋2k2，x1x2＝
2k2－2

1＋2k2.① 

F1M
―→

＝(x1＋1，y1)，F1N
―→

＝(x2＋1，y2)， 

则F1M
―→

·F1N
―→

＝(x1＋1)(x2＋1)＋y1y2＝(x1＋1)(x2＋1)＋k(x1－1)·k(x2－1)＝(1＋k2)x1x2＋(1

－k2)(x1＋x2)＋1＋k2， 

结合①可得F1M
―→

·F1N
―→

＝
2(k4－1)

2k2＋1
＋

4k2－4k4
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＋1＋k2＝
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2

2k2＋1
， 

由 k2≥0 可得F1M
―→

·F1N
―→ 7

1
2

[ )， −  

 综上可知，F1M
―→

·F1N
―→

的取值范围是
7

1
2

[ ].，−  

此题难点突破：分式函数“
7k2－1

2k2＋1”求最值方法 

（一）换元法 



方法一： 22 1( 0)t k t= + 设 ， 

则有
2
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由 k2≥0 可得F1M
―→

·F1N
―→ 7

1
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[ )， − . 

方法二：
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T
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T
解得： ， 

        由 k2≥0 可得：T
7

1
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[ ].， − ．  

（二）函数法 

方法三：求导解决 

设
2

2

7 1
( ) ( )
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f x x
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= 
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则 2 2
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x
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当 x>0时 f(x)在 (0, )+ 单调递增，当 x<0时 f(x)在 ( ,0)− 单调递减， 

故 f(x)的最小值是 (0) 1= −f ， 
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7
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故

 

变式思考：如何求以下三组函数的最值（或范围） 

（1）
7k2

2k2＋1；
7k2－1

2k2 ； 

（2）
7k

2k2＋1；
7k2+1

2k ( 0)k ； 

（3）
7k2－1

2k ( 0)k ；
7k4

2k2＋1． 

小结提升 2： 

解决圆锥曲线中的最值、取值范围问题构建代数关系式时可考虑的方面： 

(1)利用圆锥曲线的几何性质或判别式构造不等关系，从而确定参数的取值范围； 

(2)利用已知参数的范围，求新参数的范围，解这类问题的核心是建立两个参数之间的等量

关系； 



(3)利用隐含的不等关系建立不等式，从而求出参数的取值范围； 

(4)利用已知的不等关系构造不等式，从而求出参数的取值范围； 

(5)利用求函数的值域的方法将待求量表示为其他变量的函数，求其值域，从而确定参数的

取值范围． 

本专题学法指导： 

1.要重视审题，这样才能充分挖掘题目信息，找到恰当的突破口； 

2.多积累几何条件的转化角度及各种函数求最值的方法； 

3.在多变量运算时，不要盲目计算，要先想、再算． 

课后作业：（见文件 3） 

拓展提升任务：（见文件 4） 

    

 

 

 


