
5.5三角恒等变换学习指南--答案及解析
一．知识梳理：
1.两角和与差的余弦、正弦、正切公式：
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2. 二倍角公式
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cos 2α＝cos2α－sin2α＝2cos2α－1＝1－2sin2α；
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3.  降幂公式：
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4.  升幂公式：
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5.   辅助角公式：asin x＋bcos x＝eq \r(a2＋b2)sin(x＋φ)，

其中sin φ＝eq \f(b,\r(a2＋b2))，cos φ＝eq \f(a,\r(a2＋b2)) .
二．基础自测：
题组一　思考辨析  1.      (1)√(2)√(3)×(4)×

题组二　教材改编
2．C   解析　∵α是第三象限角，∴sin α＝－eq \r(1－cos2α)＝－eq \f(3,5)，

∴sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(α＋\f(π,4)))＝－eq \f(3,5)×eq \f(\r(2),2)＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(4,5)))×eq \f(\r(2),2)＝－eq \f(7\r(2),10).
3.　eq \f(\r(2),2)   解析　sin 347°cos 148°＋sin 77°cos 58°

＝sin(270°＋77°)cos(90°＋58°)＋sin 77°cos 58°

＝(－cos 77°)·(－sin 58°)＋sin 77°cos 58°

＝sin 58°cos 77°＋cos 58°sin 77°

＝sin(58°＋77°)＝sin 135°＝eq \f(\r(2),2).

4．　eq \r(3)   解析　∵tan 60°＝tan(20°＋40°)＝eq \f(tan 20°＋tan 40°,1－tan 20°tan 40°)，

∴tan 20°＋tan 40°＝tan 60°(1－tan 20°tan 40°)  ＝eq \r(3)－eq \r(3)tan 20°tan 40°，

∴原式＝eq \r(3)－eq \r(3)tan 20°tan 40°＋eq \r(3)tan 20°tan 40°＝eq \r(3).
题组三　易错自纠
5．答案　eq \r(2)    解析　原式＝eq \f(cos 40°,cos 25°\r(1－cos 50°)) ＝eq \f(cos 40°,cos 25°·\r(2)sin 25°)＝eq \f(cos 40°,\f(\r(2),2)sin 50°)＝eq \r(2).
6．答案　eq \f(1,7)   解析　tan β＝tan[(α＋β)－α]＝eq \f(tanα＋β－tan α,1＋tanα＋βtan α)＝eq \f(\f(1,2)－\f(1,3),1＋\f(1,2)×\f(1,3))＝eq \f(1,7).

7．答案　－eq \f(24,7)
解析　方法一　sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(θ－\f(π,4)))＝eq \f(\r(2),10)，得sin θ－cos θ＝eq \f(1,5)，①
θ∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))，①平方得2sin θcos θ＝eq \f(24,25)，

可求得sin θ＋cos θ＝eq \f(7,5)，∴sin θ＝eq \f(4,5)，cos θ＝eq \f(3,5)，

∴tan θ＝eq \f(4,3)，tan 2θ＝eq \f(2tan θ,1－tan2θ)＝－eq \f(24,7).

方法二　∵θ∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))且sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(θ－\f(π,4)))＝eq \f(\r(2),10)，

∴coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(θ－\f(π,4)))＝eq \f(7\r(2),10)，

∴taneq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(θ－\f(π,4)))＝eq \f(1,7)＝eq \f(tan θ－1,1＋tan θ)，∴tan θ＝eq \f(4,3).

故tan 2θ＝eq \f(2tan θ,1－tan2θ)＝－eq \f(24,7).

三．典型例题分析：
题型一　三角函数式的化简与求值：
例1．化简：eq \f(2sinπ－α＋sin 2α,cos2\f(α,2))＝      .

答案　4sin α
解析　eq \f(2sinπ－α＋sin 2α,cos2\f(α,2))＝eq \f(2sin α＋2sin αcos α,\f(1,2)1＋cos α)＝eq \f(2sin α1＋cos α,\f(1,2)1＋cos α)＝4sin α.
例2．计算eq \f(sin 110°sin 20°,cos2155°－sin2155°)的值为        ．

答案　eq \f(1,2)
解析　eq \f(sin 110°sin 20°,cos2155°－sin2155°)＝eq \f(sin 70°sin 20°,cos 310°)＝eq \f(cos 20°sin 20°,cos 50°)＝eq \f(\f(1,2)sin 40°,sin 40°)＝eq \f(1,2).
例3.eq \f(cos 10°－\r(3)cos－100°,\r(1－sin 10°))＝        .

答案　eq \r(2)　   eq \f(cos 10°－\r(3)cos－100°,\r(1－sin 10°))＝eq \f(cos 10°＋\r(3)cos 80°,\r(1－cos 80°))＝eq \f(cos 10°＋\r(3)sin 10°,\r(2)·sin 40°)＝eq \f(2sin10°＋30°,\r(2)·sin 40°)＝eq \r(2).
思维升华 ：解决三角函数的求值问题的关键是把“所求角”用“已知角”表示．①当“已知角”有两个时，“所求角”一般表示为两个“已知角”的和或差的形式；②当“已知角”有一个时，此时应着眼于“所求角”与“已知角”的和或差的关系．

　

题型二：角的变换：常见的配角技巧：2α＝(α＋β)＋(α－β)，α＝(α＋β)－β，β＝eq \f(α＋β,2)－eq \f(α－β,2)，α＝eq \f(α＋β,2)＋eq \f(α－β,2)，eq \f(α－β,2)＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(α＋\f(β,2)))－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(α,2)＋β))等．
例1 已知α∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))，β∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))，且cos α＝eq \f(1,7)，cos(α＋β)＝－eq \f(11,14)，求sin β.
答案　eq \f(\r(3),2)
解析　由已知可得sin α＝eq \f(4\r(3),7)，sin(α＋β)＝eq \f(5\r(3),14)，

∴sin β＝sin[(α＋β)－α]＝sin(α＋β)·cos α－cos(α＋β)sin α＝eq \f(5\r(3),14)×eq \f(1,7)－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(11,14)))×eq \f(4\r(3),7)＝eq \f(\r(3),2).
例2.已知cos(75°＋α)＝eq \f(1,3)，则cos(30°－2α)的值为        ．

答案　eq \f(7,9)
解析　cos(75°＋α)＝sin(15°－α)＝eq \f(1,3)，

∴cos(30°－2α)＝1－2sin2(15°－α)＝1－eq \f(2,9)＝eq \f(7,9).

题型三：　给值求角：

设α，β为钝角，且sin α＝eq \f(\r(5),5)，cos β＝－eq \f(3\r(10),10)，求α＋β的值。
解析　∵α，β为钝角，sin α＝eq \f(\r(5),5)，cos β＝－eq \f(3\r(10),10)，

∴cos α＝－eq \f(2\r(5),5)，sin β＝eq \f(\r(10),10)，

∴cos(α＋β)＝cos αcos β－sin αsin β＝eq \f(\r(2),2)>0.

又α＋β∈(π，2π)，∴α＋β∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3π,2)，2π))，

∴α＋β＝eq \f(7π,4).
已知α，β∈(0，π)，且tan(α－β)＝eq \f(1,2)，tan β＝－eq \f(1,7)，求2α－β的值。
解析　∵tan α＝tan[(α－β)＋β]

＝eq \f(tanα－β＋tan β,1－tanα－βtan β)
＝eq \f(\f(1,2)－\f(1,7),1＋\f(1,2)×\f(1,7))＝eq \f(1,3)>0，

∴0<α<eq \f(π,2).

又∵tan 2α＝eq \f(2tan α,1－tan2α)＝eq \f(2×\f(1,3),1－\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,3)))2)＝eq \f(3,4)>0，

∴0<2α<eq \f(π,2)，

∴tan(2α－β)＝eq \f(tan 2α－tan β,1＋tan 2αtan β)
＝eq \f(\f(3,4)＋\f(1,7),1－\f(3,4)×\f(1,7))＝1.

∵tan β＝－eq \f(1,7)<0，

∴eq \f(π,2)<β<π，－π<2α－β<0，

∴2α－β＝－eq \f(3π,4).

题型四： 三角恒等变换的应用：
 已知函数f(x)＝sin2x－cos2x－2eq \r(3)sin xcos x(x∈R)．

(1)求feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2π,3)))的值；

(2)求f(x)的最小正周期及单调递增区间．

解　(1)由sineq \f(2π,3)＝eq \f(\r(3),2)，coseq \f(2π,3)＝－eq \f(1,2)，得

feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2π,3)))＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(\r(3),2)))2－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))2－2eq \r(3)×eq \f(\r(3),2)×eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))＝2.

(2)由cos 2x＝cos2x－sin2x与sin 2x＝2sin xcos x，得

f(x)＝－cos 2x－eq \r(3)sin 2x＝－2sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(π,6))).

所以f(x)的最小正周期是π.

由正弦函数的性质，得

eq \f(π,2)＋2kπ≤2x＋eq \f(π,6)≤eq \f(3π,2)＋2kπ，k∈Z，

解得eq \f(π,6)＋kπ≤x≤eq \f(2π,3)＋kπ，k∈Z.

所以f(x)的单调递增区间为eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(π,6)＋kπ，\f(2π,3)＋kπ))(k∈Z)．

思维升华 三角恒等变换的应用策略

(1)进行三角恒等变换要抓住：变角、变函数名称、变结构，尤其是角之间的关系；注意公式的逆用和变形使用．

(2)把形如y＝asin x＋bcos x化为y＝eq \r(a2＋b2)sin(x＋φ)，可进一步研究函数的周期性、单调性、最值与对称性．

例2. 已知函数f(x)＝4tan x
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－eq \r(3).

(1)求f(x)的定义域与最小正周期；

(2)讨论f(x)在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,4)，\f(π,4)))上的单调性．

思想方法指导　(1)讨论形如y＝asin ωx＋bcos ωx型函数的性质，一律化成y＝eq \r(a2＋b2)sin(ωx＋φ)型的函数．

(2)研究y＝Asin(ωx＋φ)型函数的最值、单调性，可将ωx＋φ视为一个整体，换元后结合y＝sin x的图象解决．

规范解答
解　(1)f(x)的定义域为eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(x\b\lc\|\rc\ (\a\vs4\al\co1(x≠\f(π,2)＋kπ，k∈Z)))).

f(x)＝4tan xcos xcoseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(π,3)))－eq \r(3)
＝4sin xcoseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(π,3)))－eq \r(3)
＝4sin xeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)cos x＋\f(\r(3),2)sin x))－eq \r(3)
＝2sin xcos x＋2eq \r(3)sin2x－eq \r(3)
＝sin 2x＋eq \r(3)(1－cos 2x)－eq \r(3)
＝sin 2x－eq \r(3)cos 2x＝2sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,3))).[5分]
所以f(x)的最小正周期T＝eq \f(2π,2)＝π.[6分]
(2)因为x∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,4)，\f(π,4)))，所以2x－eq \f(π,3)∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(5π,6)，\f(π,6)))，[8分]
由y＝sin x的图象可知，当2x－eq \f(π,3)∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(5π,6)，－\f(π,2)))，

即x∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,4)，－\f(π,12)))时，f(x)单调递减；

当2x－eq \f(π,3)∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)，\f(π,6)))，即x∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,12)，\f(π,4)))时，f(x)单调递增．[10分]
所以当x∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,4)，\f(π,4)))时，f(x)在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,12)，\f(π,4)))上单调递增，在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,4)，－\f(π,12)))上单调递减．
例3 解：（Ⅰ）
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的最小正周期
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四．能力提升训练
1. 若α∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))，且3cos 2α＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)－α))，求sin 2α的值。
解析　由3cos 2α＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)－α))可得

3(cos2α－sin2α)＝eq \f(\r(2),2)(cos α－sin α)，

又由α∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))可知cos α－sin α≠0，

于是3(cos α＋sin α)＝eq \f(\r(2),2)，

所以1＋2sin α·cos α＝eq \f(1,18)，故sin 2α＝－eq \f(17,18).
2．已知coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)＋θ))coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)－θ))＝eq \f(1,4)，则sin4θ＋cos4θ的值为        ．

解析　因为coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)＋θ))coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,4)－θ))
＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(\r(2),2)cos θ－\f(\r(2),2)sin θ))

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(\r(2),2)cos θ＋\f(\r(2),2)sin θ))
＝eq \f(1,2)(cos2θ－sin2θ)＝eq \f(1,2)cos 2θ＝eq \f(1,4).

所以cos 2θ＝eq \f(1,2).

故sin4θ＋cos4θ＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1－cos 2θ,2)))2＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1＋cos 2θ,2)))2
＝eq \f(1,16)＋eq \f(9,16)＝eq \f(5,8).
3.在斜△ABC中，sin A＝－eq \r(2)cos Bcos C，且tan B·tan C＝1－eq \r(2)，求角A的值．

解析　由已知sin(B＋C)＝－eq \r(2)cos Bcos C，

∴sin Bcos C＋cos Bsin C＝－eq \r(2)cos Bcos C，

∴tan B＋tan C＝－eq \r(2)，

又tan B·tan C＝1－eq \r(2)，

∴tan(B＋C)＝eq \f(tan B＋tan C,1－tan Btan C)＝－1，    ∴tan A＝1，又0<A<π，∴A＝eq \f(π,4).
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